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Zusammenfassung: Die zweidimensionale Differenzialgleichung y’'=f(x,y) kann als Richtungsfeld
interpretiert werden. Bei ihrer Integration konnen kommerzielle Finite Elemente (FE) Programme
ohne zusatzlichen Programmieraufwand geniitzt werden, sofern diese Programme Optionen zur
Berechnung orthotroper Warmeleitungsprobleme haben. Die zu integrierende Differenzialglei-
chung mit beliebiger Berandung wird als FE-Modell mit thermischen 2D-Elementen idealisiert.
Ihre orthotropen Warmeleitfahigkeiten werden mit k;=1 und k,=0 vorgegeben. Dabei ist k; parallel
zu y und k, senkrecht dazu orientiert. Fiir diesen extremen Fall wird gezeigt, dass die Isothermen
identisch sind mit den Losungskurven der Differenzialgleichung. Die Richtungsfelder konnen
zum Beispiel Geschwindigkeitsvektoren in der Fluidmechanik oder Hauptspannungs- (HS) Rich-
tungen in der Strukturmechanik sein. Fiir den letzteren Fall ergeben sich Anwendungsmdoglichkei-
ten bei der Konstruktion von Faser-Kunststoff-Verbunden (FKV), da Faserverlaufe, die den loka-
len HS-Richtungen folgen, die {iberragenden Steifigkeits- und Festigkeitseigenschaften der Fasern
ausniitzen.
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1. Einfithrung

Extrem unterschiedliche Warmeleitfahigkeiten orthotroper Materialien treten z.B. auf in Leiter-
platten. Die stromdurchflossenen Leiterbahnen sind aus Kupfer und gegen die Kunststoffplatte
elektrisch isoliert. Wegen ihrer geringen Warmeleitfahigkeit k, heizt sich die Cu-Leitbahn (k;) auf
eine konstante, relativ hohe Temperatur auf. Sie kann als eine Isotherme angesehen werden. Der
Warmefluss q im Kunststoff infolge Leitung ist aufserst gering. Verlaufen zum Beispiel zwei Cu-
Leiterbahnen parallel nebeneinander und haben diese unterschiedliche Temperaturen, so herrscht
stationdr im dazwischenliegenden Kunststoff ein von k, unabhingiger Temperaturgradient, auch
wenn k,—0 und somit q—0. Die isotropen Warmeleitfahigkeiten der Cu-Leiterbahnen mit den da-
zwischenliegenden Kunststoffisolatoren konnen in einem Gedankenmodell auf ein homogen ortho-
tropes Material iibertragen werden. Die gekriimmt gefiihrten Leiterbahnen sind dort unendlich
dicht angeordnet, Stromrichtung und k; sind gleichgerichtet. Senkrecht dazu wirkt die Isolation mit
ko<<ki. Werden die (unendlich dicht) gefiihrten Leiterbahnen parallel zu einem beliebigen Rich-
tungsfeld y’=f(x,y) gefiihrt, so soll folgende Hypothese mathematisch verifiziert werden:

Hypothese: Die Isothermen eines orthotropen stationiren 2D-Wiirmeleitungsproblems mit den Wirmeleitfi-
higkeiten ki und k,, tangieren ein beliebig vorgegebenes Richtungsfeld y'=f(x,y), sofern die lokale Orientie-
rung von k; dem Richtungsfeld y~ folgt und senkrecht dazu perfekte Isolation besteht (k,=0).

Die Integrationsmethode, die aus der Hypothese abgeleitet werden kann, ist Thema der Disser-
tation in [1], jedoch erfolgte die Verdffentlichung ohne mathematische Verifikation. Zweidimensio-
nale Richtungsfelder der Art y'=f(x,y) konnen physikalisch verschiedene Vorgange beschreiben. In
der Stromungsmechanik zum Beispiel tangiert das vektorielle Richtungsfeld y'=v(x,y)/u(x,y) der
Geschwindigkeitskomponenten u und v die Stromlinien. Die allgemeine Losung des zu integrieren-
den Richtungsfelds liefert das Stromungsfeld in Form von Stromlinien. Diese Aufgabe wird jedoch
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in Computational Fluid Dynamics (CFD) Programmen standardméfig gelost und wird deshalb hier
nicht weiter verfolgt. Die Visualisierung von Tensorfeldern ist dagegen in kommerziellen FE-Pro-
grammen in Form von Tensorlinien nicht vorhanden. Diese Darstellungsform ist Gegenstand zahl-
reicher Untersuchungen, z.B. [2-6] und erfordert generell spezielle Auswertungsprogramme. Ziel
dieser Veroffentlichung ist zu zeigen, dass Tensorlinien in 2D mit kommerziellen FE-Programmen
ohne Zusatzsoftware berechnet werden kénnen.

Die Visualisierung dieser Verldufe ist fiir die Interpretation des Kraftflusses in der Struktur
hilfreich. Dartiber hinaus sind die HS-Linien in FKV-Konstruktionen von besonderem Interesse, da
Faserverldufe, die den lokalen HS-Richtungen folgen, die {iberragenden Steifigkeits- und Festig-
keitseigenschaften der Fasern ausniitzen [1,7-10].

Bild 1a zeigt ein herkdmmliches Standardintegrationsverfahren, angewandt auf die Unterseite
einer Schalenstruktur.
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Bild 1. Schale unter Druckbelastung p, elastisch gebettet (k¢): (a) Spannungstrajektorien, Standard-
Integration beginnt in den roten Startelementen; (b) HS-Richtungen, charakteristische Inputdaten;
(c) Detail, Standardintegration beginnt im Startelement A. Eine hohere Genauigkeit wird durch
Neztverfeinerung erreicht.

Bild 1b zeigt die HS-Richtungen der blauen Hauptspannungstrajektorien auf der Schalenun-
terseite. In der Schalenmittelebene und auf der Oberseite liegen andere HS-Richtungen vor, da
Membran- und Biegespannungen simultan auftreten. Diese Richtungen ergeben sich jeweils aus ei-
nem Eigenwertproblem des Spannungstensors, dessen Eigenvektoren (HS-Richtungen) im Vorzei-
chen unbestimmt bleiben. Die HS-Richtungen kénnen deshalb von einem Element zum Nachbar-
element das Vorzeichen wechseln. Das Integrationsschema in Bild 1c berticksichtigt diese problema-
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tische Situation, indem der Richtungsvektor durch ein Richtungselement ersetzt wird. Das Rich-
tungselement schneidet zwei gegentiberliegende Elementseiten und erlaubt dadurch, dass die In-
tegration in den zwei Nachbarelementen mit deren Richtungselementen sukzessive fortgesetzt wer-
den kann. Jedes Startelement (rot markiert) in Bild 1a liefert mit dieser gerade beschriebenen Proze-
dur zwei Einzelfaserverldufe entsprechend den beiden HS-Richtungen. Eine regelméfiige Platzie-
rung der Startelemente garantiert keineswegs eine gleichformige Verteilung der HS-Linien. Eine
Homogenisierung der Faserabstinde wird nur mit erheblichem Aufwand erreicht. Ein weiterer
Nachteil dieser Vorgehensweise ist sofort ersichtlich. Jede einzelne Trajektorie (Faser) muss separat
berechnet werden. Andert der Konstrukteur aus Festigkeitsgriinden den Faservolumenanteil, so ist
die Prozedur von Anfang an zu wiederholen.

Dieses Problem wird wesentlich vereinfacht durch die oben aufgestellte Hypothese, die mittels
der orthotropen Warmeleitung in FE-Programmen modelliert werden kann. Da das zweidimensio-
nale Richtungsfeld der Hauptspannungen einen ebenen Spannungszustand beschreibt, kénnen
auch Schalen mit beliebiger Berandung behandelt werden. Der weitere Vorteil besteht darin, dass
die Gesamtheit aller HS-Trajektorien (Faserverlaufe) mittels einer einzigen Warmeleitungsberech-
nung ermittelt werden kann. Falls nachtréaglich der Faservolumenanteil erhoht wird, werden aus
dem kontinuierlich vorliegenden Temperaturfeld entsprechend mehr Isothermen (Faserverlaufe)
extrahiert.

Die vorgeschlagene Berechnungsalternative zur Integration von y’=f(x,y) beruht auf den ex-
trem sich andernden Eigenschaften des Fourierschen Warmeleitungsgesetzes fiir ki/k,—e. Das fol-
gende Kapitel liefert eine mathematische Verifikation der oben aufgestellten Hypothese. Die Prakti-
kabilitat des Integrationsverfahrens beruht dabei auf der Unabhéngigkeit von thermischen Randbe-
dingungen: Die Isothermen folgen in singularitdtsfreien Gebieten stets dem Richtungsfeld. Der (ge-
wichtete) Abstand der Isothermen zueinander wird jedoch durch die Randbedingungen beeinflusst
und kann durch diese gesteuert werden. Im 3. Kapitel wird dem FE-Anwender die Vorgehensweise
anhand von einigen Regeln aufgezeigt und diese an Beispielen praktisch demonstriert. Dabei wird
der Einfluss des Orthotropieverhalnisses ki/k, sowie der Einfluss von Singularitaten auf den Verlauf
der Isothermen untersucht.

2. Die Integration von Richtungsfeldern mithilfe der orthotropen Warmeleitungsgleichung

Das Richtungsfeld ist durch eine gewdhnliche Differenzialgleichung erster Ordnung im karte-
sischen Koordinatensystem (x,y) gegeben:

y =1(xy). )

Entsprechend der Hypothese im vorigen Kapitel soll nachgewiesen werden, dass die orthotrope
Warmeleitung zur Integration dieser Gleichung eingesetzt werden kann.

2.1 Das anisotrope Fouriersche Wirmeleitungsgesetz und die Wirmeleitungsgleichung

Verifikation der Hypothese: Im zweidimensionalen Fall ist das anisotrope Fouriersche Warmelei-
tungsgesetz durch Gleichung (2), die stationdre Warmebilanz ohne innere Warmequellen durch
Gleichung (3) gegeben [11]:

or or
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Werden diese Gleichungen kombiniert, so resultiert daraus die anisotrope Warmeleitungsgleichung

o ory o or o or o or
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Ist die orthotrope (Haupt-)Warmeleitfdhigkeit k; entsprechend dem Richtungsfeld der Glei-
chung (1) orientiert (mit k, senkrecht auf k;), so muss diese in das kartesische System transformiert
werden. Die Transformationsgleichungen fiir den 2D-Warmeleitungstensor sind analog zu einem
2D-Spannungstensor und konnen {iiber trigonometrische Beziehungen mit dem Mohrschen (Span-
nungs-)Kreis veranschaulicht werden, Bild 2.
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Bild 2. Transformation zwischen lokalen und globalen Tensoren k der Warmeleitfahigkeit: (a) Win-
kel a und (7/2) - a zwischen lokalem System (1,2) und der globalen x-Achse im Temperaturfeld
T(x,y), g=Warmestromdichte; (b) Mohrscher Kreis fiir k;>0 und k;=0; (c) Mohrscher Kreis fiir k;>0
und k»>0 mit Analogie zum Mohrschen Spannungskreis.

kK tan’a K kf

k. =k cos’a+k,sin®a= = ,
oo : l+tan’a l+tan’a 1+ f° 1+f2 (5a)
—_— —_— 1 = f
k. =k, =(k —k))sinacosa = (k - kz)m , (5b)
2
k,, =k sin’ a+k,cos’ a= MO, K (5¢)

1+ 1+ f°

Im Hinblick auf die Hypothese in Kap. 1 ist nur der Fall ki/k,—e von Interesse. Die Herleitung ge-
staltet sich {ibersichtlich, wenn schon jetzt k;>0 and k,=0 gesetzt wird. Fiir diesen speziellen Fall
folgt nach dem Einsetzen von Gleichung (5) in (2)

q,=- [ o +k f ]/(1 +f7), (6a)

q,= [lf +hf? j/(1+f2). (6b)

In FE-Programmen wird die Warmeleitungsgleichung (4) geldst. Setzt man Gleichung (6) in (2) ein,
so ergibt sich

’ k,~oT o kf or o kf or k.f* oT
A T 5 |t o 750 | T R R =0. @
ox\1+ f"ox ) ox\1+f" 2y ) Jy\1+ f° Ox ﬁy 1+ 1 5)/
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Die Temperaturverteilung T(x,y) der Gleichung (7) kann iiber die Darstellung der Isothermen erfol-
gen, die ihrerseits ein Richtungsfeld yr" reprasentieren. Eine Isotherme ist durch eine konstante
Temperatur C gekennzeichnet. Ihre Gleichung in impliziter Form ist durch F(x,y)=T(x,y)-C=0 gege-
ben. Ein Richtungselement dieser Kurve hat die Steigung

OF / ox oT / ox

T T aF ey ol iy ®

Es stellt sich die Frage, welche Eigenschaften Gleichung (6) zeigt, wenn die Gleichungen (1) und (8)
gleichgesetzt werden:

' oT / ox
= x, = = — =
y'=fy=rs Ty )
Einsetzen von f der Gleichung (9) in den Zahler der Gleichung (6) ergibt in ausfiihrlicher Form
or oT /ox \oT
=—|k—+k 0,
g, [Ié,x 1( aT/a]ﬁj +f7)= (10a)
oT /ox \oT oT / ox
=—| k| - —+k /(1+ 0 1
& 1( 8T/6yj8x 1( 8T/6yJ A+ /5= (106)
und zusammengefasst
9.=4,=— f —-=0. (11)

Fiir diesen Extremfall sind beide Komponenten des Warmeflusses q=[q, qy] identisch null. Damit
sind auch die Warmestromkomponenten q; und g, parallel zu den orthotropen (Haupt-)Warmeleit-
fahigkeiten (ki k») in Bild 2a ebenfalls null. Die sich so ergebenden Isothermen widersprechen nicht
ihrer Definition: Der Warmefluss ldangs einer Isothermen ist null, senkrecht dazu wegen k,=0 eben-
falls null.

Gleichung (11) liefert den Beweis fiir die Hypothese in Kap. 1. Zur Erlauterung dieser Behauptung
soll folgendes beachtet werden. Folgt fiir den Spezialfall k;=1 und k,=0 die k;-Richtung dem vom
Anwender spezifizierten Richtungsfeld y’=f(x,y) (d.h., beide Richtungen sind stets parallel zueinan-
der), so geht Gleichung (2) in (6) iiber. Die dazu gehorige Warmeleitungsgleichung (7) wurde durch
Divergenzbildung aus Gleichung (6) durch Anwendung der Gleichung (2) abgeleitet. Gleichung (7)
ist demnach weiterhin der Spezialfall, dass nur ein Temperaturfeld gesucht wird, dessen k;-Rich-
tung dem Richtungsfeld y’=f(x,y) folgt (mit k,=0). Dieses Temperaturfeld kann durch Isothermen
dargestellt werden, deren Tangenten in der x-y-Ebene indirekt ein Richtungsfeld y’r liefern. Beide
Richtungsfelder, y’ und y’r, sind nicht a priori identisch, sie werden jedoch zunachst hypothetisch
gleichgesetzt, siehe Gleichung (9), um die Auswirkung auf das Fouriersche Warmeleitungsgesetz
zu studieren. Das Resultat ist Gleichung (11). Aus dem Fourierschen Warmeleitungsgesetz mit den
Unbekannten T und q ist eine Gleichung geworden fiir T allein, sofern die Isothermen in k;-Rich-
tung voneinander perfekt isoliert sind (k,=0). Im gesamten Integrationsgebiet ist q iiberall null, d.h.,
q=qy=qi=q>=0. Die Divergenz der Warmestrome liefert die Warmeleitungsgleichung, mit q=0 geht
die Gleichung (7) iiber in die Identitdat 0=0. Die Gleichsetzung y’=y’r der beiden Richtungsfelder
war gerechtfertigt, um die Hypothese in Kap. 1 zu verifizieren. Das von Anwender vorgegebene
(eindeutige) Richtungsfeld y’=f(x,y) erfiillt die Warmeleitungsgleichung identisch an jedem Punkt
der x-y-Ebene sofern k=0 und k; parallel zu y’ ist. Das FE-Programm 16st Gleichung (7) und liefert
das Temperaturfeld, dessen Isothermen die integrale Losung von y’=f(x,y) ist. Der Fall nicht eindeu-
tiger Richtungsfelder mit singuldren Punkten wird in Kap. 3.2 behandelt.
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2.2 Der Zusammenhang zwischen den Isothermen einer extrem orthotropen Wiirmeleitung und den Charak-
teristiken einer partiellen linearen Differenzialgleichung 1. Ordnung

Die lineare partielle Differenzialgleichung 1. Ordnung
oT orT
A(x,y)—+ B(x,y)—=0.
(x,») o (x,») o (12)

ist in der Literatur ausfiihrlich behandelt [12-14]. Die gesuchte Funktion T(x,y) stellt eine Flache im
x—y-z-Raum dar. Die Theorie der ‘Charakteristikenmethode’ zur Losung der Gleichung (12) besagt,
dass ihre Charakteristiken die Niveaulinien der Flache T(x,y) sind und durch die gewo6hnliche Dif-
ferenzialgleichung

Z—ﬁ = B(x,y)/ A(x,) 13)

mit A#0 berechnet werden konnen [12-14]. Die Ahnlichkeit von Gleichung (11) mit (12) ist fiir A=1
offensichtlich:
orT or or or
+ B = + =
ox ’cy Ox oy

0. (14)

Langs der Charakteristiken ist die Losungsvariable T konstant, sie konnen somit als Isothermen in-
terpretiert werden. Physikalisch beschreibt Gleichung (14) den konvektiven Transport der Variab-
len T. Eine einfache Transportgleichung lautet [12]

orT orT

—Fu——=0. (15)

ot ox
mit der Zeit t und der Konvektionsgeschwindigkeit u=dx/dt. Die Variable T steht hier fiir die Tem-
peratur, sie konnte auch fiir Masse, Impuls oder Energie stehen. Um die besonderen Eigenschaften
der Fourierschen Warmeleitung mit k=0 an einem einfachen Beispiel zu demonstrieren, wird in
Gleichung (11) f=1 und in (15) u=1 gesetzt. Damit sind beide Gleichungen formal identisch, die Orts-
variable y in Gleichung (11) entspricht der Zeitvariablen t in (15). Mit y’'=f(x,y)=1 wird entsprechend
der Hypothese in Kap. 1 erwartet, dass die Isothermen sich durch die Geraden y=x+C darstellen las-
sen. Bild 3 zeigt die entsprechende Losung fiir die Gleichungen (11) bzw. (15), die mit dem FE-Pro-
gramm ABAQUS (Dassault Systemes, Vélizy-Villacoublay, Frankreich) erzielt wurde.

Bild 3. Die Fouriersche
Warmeleitungsglei-

chung mit ki/ky—>e ist
hyperbolisch und hat
Transportcharakter. Die
Darstellung ist sowohl
fir die x-y-Ebene als
auch die x-t-Ebene giil-
tig. Mit ihr lasst sich mit

dyldx =f=1/u=1 Standard FE-Program-
dt/dx = 1/(dx/dt) = 1/u =1 men das Richtungsfeld
y'=f(x,y) integrieren
X * I (hier y'=1).

N\ TmaX
: /\ T(y=0,x)
T T(t=0,x) =0

Xo X1
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Die Anfangsbedingung fiir T(t=0, xo<x<x1) bzw. (y=0, X¢<x<x1) ist durch eine parabelférmige Tempe-
raturverteilung gegeben. Die Orientierung von k; ist im gesamten Losungsgebiet durch den Vektor
[1, 1] gegeben, sein Betrag ist beliebig. Extreme Orthotropie wird durch Nullsetzung von k; erreicht,
wobei k; senkrecht auf k; steht.

Die Isothermen im Bild 3 stellen sowohl die allgemeine Losung fiir die zweidimensionale Glei-
chung (11) in der x—y-Ebene dar als auch die zeitabhingige Losung fiir die eindimensionale Glei-
chung (15) in der x—t-Ebene. Die Isothermen folgen dem Richtungsfeld y’=1 nicht nur im Inneren
des rechteckformigen Bereichs, sondern auch auf dem Rand.

Die Hypothese im Kap. 1 gilt nur fiir stationdre Temperaturzustande mit den Ortsvariablen x
und y. Wird dieses Problem transient gerechnet mit den Variablen x, y und t, so breitet sich die para-
belférmige Anfangstemperaturverteilung entsprechend ihrer Temperaturleitzahl a=k;/(c @) mit end-
licher Geschwindigkeit aus (c=spez. Warme, o=Dichte). Wie aus Bild 4 zu entnehmen ist, sind die
beispielhaft eingezeichneten 0.01'Tma—Isothermen zur Zeit ti<t<t; nicht parallel zum Richtungsfeld
y’'=1. Nur fiir den stationdren Fall mit t—co trifft dies zu.

t4 — =

T =0.01 Tmax

Yn
3( Xo X1 Tmax
T T(t=0, y=0)
T
- T =0.01 Timax
3( Xo X1

Bild 4. Das stationdre Problem aus Bild 3 instationdr gerechnet. Nur fiir den stationdren Endzustand
mit t—>eo sind die Isothermen parallel zum vorgegebenen Richtungsfeld y’=1.

2.3 Temperaturrandbedingungen fiir die extrem orthotrope Wiirmeleitung

In FE-Programmen werden die Gleichungen (4) bzw. (7) gelost. Diese sind 2. Ordnung und be-
notigen Dirichlet- oder Neumann—Randbedingungen oder eine Mixtur aus diesen beiden langs der
Randkontur. Nicht spezifizierte Bedingungen auf dem Rand beinhalten 0T/0n=q=0. Bei extremer Or-
thotropie mit k>0 und k;=0 ist letztere Bedingung sowohl im Inneren als auch auf dem Rand ent-
sprechend der Gleichung (11) stets erfiillt, es miissen demnach prinzipiell keine weiteren Bedingun-
gen vorgegeben werden. Ohne Spezifikation einer Referenztemperatur ist die FE-Losung jedoch
singuldr. Wird an einem beliebigen Knoten eine solche Referenztemperatur T. spezifiziert, erhalt
man jedoch nur die triviale Losung T(x,y)=Trs. Es sind somit mindestens zwei unterschiedliche
Temperaturen an zwei verschiedenen Knoten vorzugeben, um eine nichttriviale Losung zu erhal-
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ten. Alle Temperaturrandbedingungen, die auf zwei bzw. mehr Knoten vorgegeben werden, liefern
Isothermen, die das vorgegebene Richtungsfeld y’'=f(x,y) tangieren. Der Unterschied der Isother-
menbilder fiir die 2-Knoten- bzw. Mehrknoten—-Randbedingung ist in ihrer unterschiedlichen Wich-
tung zu sehen. Um problemgerechte Losungen zu erhalten, muss das Richtungsfeld im Zusammen-
hang mit der physikalischen Aufgabenstellung gesehen werden. Im Bild 5 ist eine Scheibe (Halbmo-
dell) mit ellipsenférmiger Aussparung unter reiner Biegung dargestellt.

Tmax T=0  Omax
/

ol

a2

L
T=0 -Tmax ~CGmax

< -
-+ >

Tmax T=0 O max

} 7
====y.

T=0 =Tmax =Gmax

Bild 5. FKV-Scheibe mit Loch unter Biegung: (a) Temperaturrandbedingungen fiir die 01— bzw. 0>—
Trajektorien, jeweils linear, ergeben eine gleichférmige Verteilung der Fasern (Isothermen); (b) para-
belférmige Temperaturrandbedingungen ergeben eine gewichtete Verteilung der Fasern, die der
Biegebelastung besser entsprechen.

Eine FKV-Konstruktion kann zum einen eine moglichst gleichférmige Faserplatzierung zum
Ziel haben. Dies wird in einer ersten orthotropen Warmeleitungsanalyse durch eine lineare Tempe-
raturverteilung fiir y>0 langs des rechten Rands erreicht (Bild 5a). Die Isothermen als Reprasentan-
ten der o;-Trajektorien sind dann ebenfalls dquidistant verteilt. Fiir y<0 wird T=0 oder gar nicht de-
finiert. Letztere Bedingung entspricht dann q=0. In einer zweiten orthotropen Warmeleitungsanaly-
se werden die o,—Trajektorien berechnet. Diese erfordern eine lineare Temperaturverteilung fiir y<0.
Beide Isothermenbilder werden superponiert und ergeben die zwei Faserschichten in Bild 5a.

Ist die Zielsetzung auf eine lastgerechte Faserplatzierung ausgerichtet, so wird durch jeweils
parabelformig vorgegebene Temperaturverteilungen fiir y>0 (o1—Trajektorie) bzw. y<0 (o-Trajekto-
rie) langs des rechten Rands eine linear gewichtete Verteilung der Isothermen erzielt, s. Bild 5b.

Die 2-Knoten-Temperaturrandbedingung ist ebenfalls moglich. Zur Ermittlung der o1-Trajek-
torie wird T(L,h/2)=Tma T(L,0)=0 gesetzt und liefert dhnliche Ergebnisse wie Bild 5a, die Isother-
men sind dann jedoch nicht exakt dquidistant am rechten Rand verteilt, s. auch Kap. 3.1.

In Kap. 2.1 wurde gezeigt, dass bei extremer Orthotropie (ki>0, k;=0) die Differenzialglei-
chung (7) 2. Ordnung und die Fouriersche Warmeleitungsgleichung (11) 1. Ordnung physikalisch
den gleichen Sachverhalt beschreiben. In Kap. 2.2 wurde gezeigt, dass die Fouriersche Warmelei-
tungsgleichung (11) auf die allgemeine lineare Differenzialgleichung (12) zuriickgefiihrt werden
kann. Die Integration der dazugehorigen charakteristischen Gleichung (13) liefert die Charakteristi-
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ken, die identisch sind mit den Isothermen der Fourierschen Warmeleitungsgleichung (11). Die
Theorie der Charakteristiken umfasst auch die Behandlung der Randbedingungen [14]. Deren Re-
geln konnen komplett auf die Fouriersche Warmeleitungsgleichung (14) angewandt werden, das
wichtigste Ergebnis zeigt Bild 6.

Bild 6. Die Losungskurven des Richtungsfelds y'=f(x,y) sind gleichzeitig die Charakteristiken der
Fourierschen Warmeleitungsgleichung. Die Vorgabe beliebiger Randbedingungen langs P2P3 ist
nicht erlaubt, da dieses Kurvenstiick eine Charakteristik bzw. Isolinie (y=konst.) ist.

Demnach wird Gleichung (12) integriert durch die Vorgabe der Losungsvariablen T langs einer
Kurve I'. Zulassig ist jedoch nur die Spezifikation auf dem Kurvenstiick P1P2. Da auf einer Charak-
teristik die Losungsvariable konstant ist, sind beliebige Vorgaben ldngs P2P3 nicht erlaubt. Zudem
fiihren beliebige Vorgaben langs P3P4 zu widerspriichlichen Definitionen mit den Vorgaben langs
P1P2. Die Kurve I' muss nicht notwendigerweise auf dem Rand liegen, sondern kann auch im Inne-
ren des Integrationsgebiets verlaufen.

3. Vorgehensweise und Anwendungsbeispiele

Das zu integrierende Richtungsfeld y’=f(x,y) stammt in den folgenden drei strukturmechani-
schen Beispielen aus FE-Analysen in Form von HS-Richtungen. Zuvor soll die Vorgehensweise an
Hand einiger Regeln festgelegt werden:

1. Berechnung der Richtung der grofiten Hauptspannung (Scheibe, Platte bzw. Schale). Falls diese
vom jeweilig verwendeten FE-Programm nicht geliefert wird, kénnen diese iiber die Span-
nungskomponenten [0« Oy, Oy] durch y’=dy/dx=tano;=0,/(0x-02) berechnet werden, s. auch
Bild 2c. Platten und Schalen haben iiber die Dicke verdanderliche Spannungen, das Richtungs-
feld ist deshalb fiir jeden , Dickenintegrationspunkt” auszuwerten.

2. Austausch der Strukturelemente durch thermische Elemente.
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3. Elementweise Festlegung der lokalen 1-Richtung entsprechend der zuvor gerechneten HS-
Richtung. Diese Festlegung ist abhangig vom benutzten FE-Programm (ABAUS: *Orientation).

4. Zuordnung orthotroper Warmeleitfahigkeiten k; und k; in diesen Lokalsystemen mit extremen
Verhéltnissen, z.B. ki/k,>10% (In ABAQUS ist k,=0 erlaubt.)

5. Definition der thermischen Randbedingungen entsprechend Kap. 2.3.

6. ki/k;>10* liefert die HS-Trajektorien zur ersten, k,/k;>10* zur zweiten Hauptspannung. Der Be-
trag von k; bzw. k, und ein konstanter multiplikativer Faktor auf die Temperaturrandbedin-
gungen haben keinen Einfluss auf auf die Verteilung der Trajektorien (Isothermen).

Es soll an dieser Stelle besonders betont werden, dass die Integration der HS-Richtungen zur
Berechnung des realen Faserverlaufs eine eigenstandige, von der Strukturberechnung eines Lami-
nats unabhingige Aufgabe ist. Das HS5-Richtungsfeld der Strukturberechnung wird als Material-
orientierung fiir die Warmeleitfahigkeiten in der thermischen Analyse iibernommen. Die Randbe-
dingungen sind in den beiden Analysen autark und haben nichts miteinander zu tun.

3.1 Beispiel 1: Einfluss des Orthotropieverhiltnisses ki/k: auf den Verlauf der Isothermen

Bild 7 zeigt eine Lochscheibe unter axialem Zug. Aufgrund der doppelten Symmetrie geniigt
ein Viertelmodell.

T=100

T(C)
— 100
T—o

Ux=0|

=%

(e) A

(c)

stress analysis <«——>»  orthotropic heat conduction

T‘O

Bild 7. Lochscheibe unter axialem Zug, Berechnung der HS-Linien (Isothermen) in Abhéngigkeit
der Warmeleitungsorthotropie ki/k,, die Orientierung von k; und k; entspricht den HS-Richtungen:
(@) ki/ko=1; (b) ki/k:=16; (c) ki/k»=128; (d) ki/k>=4096; (e) Vorzeichen der beiden Hauptspannungen,
ihr Einfluss auf die optimale Faserplatzierung wird in Kap. 3.4 behandelt.

Die Aufgabe besteht darin, fiir einen FKV-Konstruktion die Fasern in Richtung der grofiten
Hauptspannung zu platzieren. Die HS-Richtungen stellen das Richtungsfeld y’=f(x,y) dar, das zu
integrieren ist. Die Elemente des strukturmechanischen Modells werden durch Warmeleitungsele-
mente ersetzt, deren Warmeleitfahigkeit k; parallel zu den zuvor gerechneten HS-Richtungen von
o1 orientiert wird. Die k—Richtung ist orthogonal zu ki. Wird nun das Verhaltnis von ki/k, sukzessi-
ve gesteigert, so tangieren die Isothermen zunehmend die HS-Richtung von 1. Der Einfluss der 2—
Knoten-Temperaturrandbedingung in den Punkten P2 und P3 (Bild 7d) auf den Verlauf der Isother-
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men ist fiir ki/k,>10* nicht mehr wahrnehmbar. Bei solch einfachen Randbedingungen ist darauf zu
achten, dass ein moglichst grofier Temperaturbereich erfasst wird. Werden die beiden Temperatu-
ren in den Punkten P1 und P2 festgelegt, so werden praktisch auf einer Isothermen zwei unter-
schiedliche Temperaturen spezifiziert. Wie im Kapitel 2.3 gezeigt wurde, ist die Isotherme identisch
mit der Charakteristik der Gleichung (14), auf der die Losungsvariable konstant ist. Es ist deshalb
unzuldssig, zwei unterschiedliche Temperaturen auf einer Charakteristik vorzugeben, s. auch
Bild 6.

Bemerkenswert ist die relativ gleichformige Verteilung der HS-Trajektorien, obwohl nur eine
sehr einfache Temperaturrandbedingung gewéahlt wurde. Mochte man eine exakt dquidistante Ver-
teilung der Isothermen zwischen P3 und P2 haben, so ist die Temperatur langs dieser Strecke linear
ansteigend vorzugeben. Da die Isothermen den Faserverlauf reprisentieren, wird mit dieser Vorge-
hensweise die konstante Krafteinleitung langs P3P2 gleichformig von den Fasern aufgenommen.
Die maximale Beanspruchung in der Lochscheibe in den Punkten A und B in Bild 7e betragt unge-
féahr das dreifache der angelegten Spannung. Die belastungsgerechte Faserverdichtung im Punkt A
wird durch den Isothermenverlauf qualitativ korrekt wiedergegeben.

An dieser Stelle soll nochmals auf den Transportcharakter der Fourierschen Warmeleitungs-
gleichung im Bild 7d bzw. auf die Gleichungen (14) und (15) hingewiesen werden. Die Vorgabe ei-
ner linearen Temperaturverteilung auf der Strecke P3P2 wird ldngs ihrer Charakteristiken ohne Dif-
fusionseffekte transportiert, wobei die Charakteristiken der Differenzialgleichung y’'=f(x,y), d.h.
dem vom Anwender vorgegebenen Richtungsfeld geniigen.

3.2 Beispiel 2: Der Einfluss von Singularititen auf den Verlauf der Isothermen

Bei den Spannungssingularititen werden folgende Unterscheidungen gemacht. Ein isotroper
(oder neutraler) Punkt mit unbestimmter HS-Richtung tritt auf, wenn die beiden Hauptspannun-
gen 01 und o, identisch sind. Sind beide Hauptspannungen null, so liegt eine klassische Singularitat
vor. Punkte mit konzentrierten Lasten sind weder das eine noch das andere, ihre Isoklinen konver-
gieren jedoch im Punkt der Krafteinleitung, dhnlich wie bei einem isotropen Punkt. Es stellt sich
dann die Frage, wie die Isothermen (= Spannungstrajektorien) in der Ndhe dieser Punkte verlaufen?
Dieser Fall kann am Beispiel einer Ringscheibe unter diametralen Einzelkréften studiert werden.
Bild 8a zeigt den Verlauf der Isoklinen und Spannungstrajektorien, die in [15] durch spannungsopti-
sche Methoden ermittelt wurden.

Bild 8. Ringscheibe unter diametralen Einzelkréften, ro/ri=2: (a) Spannungsoptische Isoklinen (links)
und Trajektorien (rechts) nach [15]; (b) Verifikation mit ABAQUS, Isoklinen (links), o—Trajektorien
und o,-Trajektorien (rechts).
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Diese experimentellen Ergebnisse wurden durch eine FE-Spannungsanalyse (ABAQUS) mit
nachfolgender orthotroper Warmeleitungsberechnung zur Ermittlung der Trajektorien verifiziert,
Bild 8b. Wegen der Symmetrie geniigt ein Viertel der Ringscheibe. Die Spannungsberechnung lie-
fert die HS-Richtungen. In der nachfolgenden Warmeleitungsberechnung dienen diese HS-Rich-
tungen als Lokalsysteme fiir die Warmeleitfahigkeiten k; und k,. Zwei dieser Systeme sind beispiel-
haft im 4. Quadranten des Bildes 8b eingezeichnet. Das System k=1, k,=0 liefert die Isothermen als
o—Trajektorien. Mit k=0, k,=1 werden die o,-Trajektorien ermittelt. Die Berechnung der Isoklinen
ist hilfreich, um die singuldren Punkte A, D, E, H, K zu lokalisieren (Bild 8b, links). Die Isoklinen er-
geben sich aus Gleichung (16), d.h., die Konturlinien des Spannungsausdrucks auf der rechten Seite
miissen visualiziert werden, s. auch Bild 2c.

O'Xy
O-xx - 0-2

y’: f(xay):tana: = const. (16)

Im Trajektorienbild (rechts) erscheinen diese Punkte mit den Bezeichnungen B, C, F, G, L und sind
vom Typ ‘“interlocking’ (B, C, E, G) bzw. ‘non-interlocking’ (L), die Trajektorien werden dort “abge-
wiesen’ bzw. ‘umschlossen’. Diese Auswertung ist niitzlich, da eine gleichférmige Verteilung der
Isothermen (Fasern) angestrebt wird, was nur bei Kenntnis der Singularititen gelingt. Bild 9a zeigt
dies fiir die o,—Trajektorien (mit 02<01). Eine gleichférmige Verteilung wird durch linear ansteigen-
de Temperaturrandbedingungen ldngs RF erreicht, mit Fortsetzung langs JL, wenn die Temperatur
zahlenmifig gleich der laufenden Koordinate s gesetzt wird, mit Ti=s; in den Punkten F und J.

i

A\
\

Bild 9. Ringscheibe analog zu Bild 8: (a) Ermittlung der o,-Trajektorie durch Vorgabe einer linear
veranderlichen Temperatur langs RF und JL; (b) Vereinfachte Analyse mit einer 2-Knoten-Tempera-
turrandbedingung, T)und T fiir die o,—Trajektorien, Tound T fiir die o,-Trajektorien.

Eine linear ansteigende Temperaturrandbedingung auf dem Rand durchgehend von R nach ] ist in-
korrekt, da die o,-Trajektorie langs RF in die o,-Trajektorie im Punkt F langs FJ iibergeht. Das Kur-
venstiick F] selbst ist Isotherme und erlaubt dort keine variable Temperaturvorgabe.

Die Existenz eines singuldren Punktes auf dem lastfreien Rand einer 2D-Struktur hat stets die-
sen Trajektorienwechsel zur Folge. Diese Eigenschaft ist letztendlich dafiir verantwortlich, dass ein
gewisser Aufwand beziiglich der Festlegung von geeigneten Temperaturrandbedingungen zu trei-
ben ist, um gleichférmig verteilte Isothermen zu erhalten. Wird nur die Temperatur langs RF defi-
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niert, so wird nur ein Teil der Struktur mit Isothermen erfasst. Es muss dann noch ein weiteres
Randsegment mit Temperaturrandbedingungen beaufschlagt werden, um den Rest der Struktur zu
erfassen. In Bild 8b ist dies die Strecke JL. Bei der Berechnung der o;-Trajektorien in Bild 8b wird
analog vorgegangen. Die Temperatur wird langs PB linear ansteigend definiert mit Fortsetzung
langs LN.

Das Ziel, streng gleichformig verteilte Isothermen (Trajektorien) zu berechnen, kann nur ge-
bietsweise erreicht werden. Bild 9a zeigt definitionsgemadfs gleichformig verteilte o,—Trajektorien
langs PB, diese enden jedoch ungleichférmig verteilt auf dem Rand PR.

Bei der Lochscheibe (Bild 7) tritt der oben erwdhnte Trajektorienwechsel lings des rechten
Rands P2P3 nicht auf. Dieser Rand ist frei von Singularitdten. Es geniigt die Vorgabe von zwei Tem-
peraturen in den Punkten P2 und P3. Man kann diese einfache 2-Knoten-Randbedingung
(Kap. 2.3) generell fiir alle 2D-Scheiben und 3D-Schalen anwenden und erhélt dann, je nach Anzahl
der Singularitdten, entsprechend gewichtete Isothermenverteilungen. Bild 9b zeigt diese einfache
Vorgehensweise fiir die Ringscheibe mit ihren Singularititen. Die dort gezeigten Isothermen sind
weniger gleichférmig verteilt als in Bild 9a, fiir eine schnelle Ubersicht jedoch ausreichend.

Das Scheibenringproblem (Bild 8) beinhaltet die wichtigsten Formen von Singularitaten: isotro-
pe Punkte vom abweisenden und einschliefendem Typ, sowie konzentrierte Punktlasten, die sich
wie isotrope Punkte verhalten. Fehler sind in der Darstellung der Isothermen unvermeidlich, da
diese nicht auf die Singularitat hin konvergieren. Vielmehr weichen die Isothermen dort in unmit-
telbarer Nahe seitlich aus, abhangig von der Netzfeinheit des Modells. Das Modell in Bild 8b im
Vergleich zu Bild 8a ist offensichtlich fein genug, um diesen Fehler gering zu halten. Die Element-
grofe ist praktisch {iberall gleich, langs JN wurden 60 Elemente (mit jeweils vier Knoten) verwen-
det. Durch weitere Netzverfeinerungen im Bereich der Singularitdten kann der Fehler beliebig klein
gehalten werden.

3.3 Beispiel 3: Die Hauptspannnungstrajektorien in Schalenstrukturen

In der Einleitung wurde ein herkdmmliches Integrationsverfahren zur Berechnung von Haupt-
spannungstrajektorien in einer Schale gezeigt (Bild 1). Nachteile ergaben sich aus der ungleichfor-
migen Faserplatzierung, die sich aus der separaten Berechnung einer jeden Einzelfaser ergibt. Aus-
gehend von einem Startpunkt (Startelement) ist es praktisch nicht moglich, diese Startpositionen
vorab so auszuwihlen, dass gleichférmig verteilte Faserverldufe resultieren.

Im Gegensatz dazu steht die Integration mithilfe einer orthotropen Warmeleitungsberechnung.
Schon mit einer 2-Knoten-Temperaturrandbedingung (Qo: T=0°C, Q:: T=1°C) lassen sich deutlich
gleichférmigere Faserverteilungen erreichen als dies in Bild 1a dargestellt ist. Diese in Bild 10a ge-
zeigte Temperaturverteilung liefert die ungefahre Lage von drei lokalen Temperaturmaxima an den
Positionen Py, P; und P».

Bild 10. Schalen-
struktur analog zu
Bild 1: (a) Isother-
men mit einer 2-
Knoten-Tempera-
turrandbedin-

gung; (b) Isother-
men mit einer 3—

Knoten-Tempera-
turrandbedin-
gung, rechts: Tem-
peraturfeld zur Ex-
traktion  beliebig
vieler Isothermen

(Fasern).
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Durch eine weitere Warmeleitungsberechnung mit einer entsprechenden 3-Knoten-Tempera-
turrandbedingung (Po: T=0°C, P1: T=1°C, P»: T=2°C, Bild 10b) wird die Gleichférmigkeit der Isother-
menverteilung verbessert. Eine Spezifikation linear veranderlicher Temperaturrandbedingungen
analog zum vorigen Kapitel wiirde eine weitere Verbesserung erbringen, erscheint aber angesichts
des Ergebnisses in Bild 10b nicht unbedingt notig.

Andert sich die Anzahl der dazustellenden Integralkurven, so miissen bei der Visualisierung
des Temperaturfeldes nur entsprechend mehr Isothermen geplottet werden. Die rechte Bildhalfte in
8b hebt diesen Aspekt besonders hervor: Das kontinuierliche Temperaturfeld ist beziiglich der Iso-
thermen unendlich dicht.

3.4 Optimierung der Faserplatzierung in FKV-Konstruktionen

Um {iiber die Visualisierung von Tensorlinien hinaus eine wichtige Anwendung aufzuzeigen,
wurde in der Einleitung auf die Faserplatzierung in FKV-Konstruktionen hingewiesen. Faserver-
laufe, die den lokalen HS-Richtungen folgen, niitzen die iiberragenden Steifigkeits- und Festigkeits-
eigenschaften der Fasern aus und resultieren in variabel gefiihrten Kreuzverbunden. Im Hinblick
auf Optimalitat ist jedoch auf die Vorzeichen der Hauptspannungen zu achten.

Die Faserplatzierung in Richtung der Hauptspannungen ist nach der Netztheorie optimal [16].
Dabei wird das Mittragen der Matrix vernachldssigt, es trdgt nur das Fasernetzwerk. Damit liegt
man auf der sicheren Seite, mithilfe eines Faserbruchkriteriums lasst sich die Tragfahigkeit der Kon-
struktion berechnen. Eine Auslegung auf Faserzwischenbruch muss den Einfluss der Matrix zusatz-
lich bertiicksichtigen. Der variable Kreuzverbund, der der lokalen o;— und o>-Richtung folgt, ist wei-
terhin optimal, jedoch nur in Gebieten mit Hauptspannungen unterschiedlichen Vorzeichens. Ist
das Vorzeichen jedoch gleich, ist nach der klassischen Laminatstheorie (CLT) der ausgeglichene
Winkelverbund die bessere Wahl [17]. Dieser Verbund unterscheidet sich vom (rechtwinkligen)
Kreuzverbund durch einen Korrekturwinkel +f beziiglich der o1—Richtung. Das Richtungsfeld y’
fiir die grofite Hauptspannung o7 ist dann durch zwei Richtungsfelder reprasentiert: y'+f3 und y’-f3,
Bild 11.
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Bild 11. Lochscheibe (Detail) analog Bild 7e, in Gebieten mit gleichem Vorzeichen der Hauptspan-
nungen ist der ausgeglichene Winkelverbund optimal: (a) Korrekturwinkel +8 beziiglich der 01—
Richtung; (b) Integration des modifizierten Richtungsfelds.
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Beispielsweise enthalt die Lochscheibe (Bild 7e) Bereiche 01:02<0 (Kreuzverbund ist optimal)
und o01°02>0 (Winkelverbund ist optimal). Die so modifizierten Richtungsfelder lassen sich weiterhin
ohne Einschrankung mithilfe der orthotropen Warmeleitungsberechnung integrieren. Der Korrek-
turwinkel 3 ist abhangig vom Material und dem Hauptspannungsverhéltnis oi/0, [17]. Mit diesem
Hinweis soll betont werden, dass die orthotrope Warmeleitung fiir die Integration beliebiger Rich-
tungsfelder geeignet ist, auch wenn diese aus ingenieurmafligen Griinden modifiziert werden. Fiir
weitere Details und besondere Aspekte einer belastungsgerechten Optimierung (Schichtdickenver-
teilung, Lastfallspektrum, Nichtlinearitat der Spannungsverteilung iiber die Schalendicke) wird auf
[1, 18] verwiesen.

4. Diskussion

Das vorgestellte Verfahren ist geeignet, beliebige vektorielle und tensorielle 2D-Richtungsfel-
der mithilfe kommerzieller FE-Programme zu integrieren, sofern die FE-Programme Optionen zur
Analyse orthotroper Warmeleitung haben. Die damit berechneten Isothermen reprasentieren die In-
tegralkurven dieser Richtungsfelder im Inneren und auf dem Rand der 2D-Struktur (Scheibe bzw.
Schale). Die Vorgehensweise stiitzt sich auf 6 Regeln (Kap. 3), die nur den Standard Input des FE-
Programms betreffen, an keiner Stelle ist zuséatzlicher Programmieraufwand notig. Als Minimum
an thermischen Randbedingungen sind zwei Temperaturen an zwei unterschiedlichen Positionen
vorzugeben. Die daraus sich ergebenden Isothermen kénnen jedoch ungleichférmig verlaufen. Die
Gleichformigkeit wird erreicht, indem linear verdnderliche Temperaturen liangs eines Randseg-
ments vorgegeben werden (Bild 5a). Weist das Richtungsfeld bzw. die Differenzialgleichung
y'=f(x,y) Singularitdten auf dem Rand auf, so ist die Definition der Randbedingungen sorgfiltig vor-
zunehmen (Bild 9a). Es muss vermieden werden, dass Temperaturfunktionen auf Réndern vorgege-
ben werden, die selbst Trakjetorien (Isothermen) darstellen, s. auch Kap. 2.2. Hilfreich ist in diesem
Fall eine vorausgehende Visualisierung der Isokline, Gleichung (16) und/oder eine Approximations-
rechnung mit der 2-Knoten-Temperaturrandbedingung. Die Genauigkeit der Integration ist durch
die Netzfeinheit der Struktur bedingt, so wie diese bei herkdmmlichen Integrationsverfahren von
der numerischen Schrittweite abhangt.

Im Vergleich zu herkdmmlichen Integrationsverfahren ergeben sich mit dem neuen Verfahren
wesentliche Verbesserungen:

¢ Die Integration der Richtungsfelder kann mit Standard FE-Programmen ohne zusitzlichen
Programmieraufwand stattfinden.

e  Es konnen beliebig viele Tensorlinien (Isothermen) aus dem kontinuierlichen Temperaturfeld
extrahiert werden.

e  Die Vorzeichenwechsel der Tensor-Eigenwerte miissen bei herkommlichen Integrationsverfah-
ren beachtet werden, nicht dagegen bei der orthotropen Warmeleitungsberechnung.

e Da das berechnete Temperaturfeld kontinuierlich ist, kann daraus eine wichtige Information
abgeleitet werden: Die Dichte der Faserverldufe (Isothermen) ist ein Maf fiir das lokale Faser-
volumen. Diese Dichte ist proportional zum Temperaturgradienten, [1] (S. 96).

e  Die Methode der orthotropen Warmeleitung kann auf lineare und nichtlineare Spannungspro-
bleme angewandt werden, [1], (S. 74). Wird die Methode auf Hauptschubspannungen im plas-
tischen Bereich angewandt, so lassen sich damit Gleitlinien (slip-lines) darstellen, [1], (S. 41-44).

e Beim Einsatz von Stahlarmierung beriicksichtigt der Baustatiker die Trajektorien der Haupt-
zugspannung. Die HS-Linien liefern einen Designvorschlag fiir die Armierung, [1], (S. 78).

Sofern der Verlauf der Isothermen (Trajektorien) fiir die Faserplatzierung in FKV-Konstruktio-
nen geniitzt werden soll, miissen die visualisierten Isothermen positionsgerecht in Koordinaten um-
gerechnet werden. Als kommerzielle Losung ist hierfiir TECPLOT (Bellevue, WA, USA) geeignet
(Bild 10), alternativ kann auch ein Fortranprogramm eingesetzt werden, der Source—Code ist in [19]
enthalten.
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